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ИССЛЕДОВАНИЕ СВОЙСТВ АТОМА ПОЗИТРОНИЯ В КРИСТАЛЛАХ

1,2Е.П.Светлов-Прокопьев
1Московский институт электронной техники (Технический университет)

(124498 Москва, г.Зеленоград, проезд 4806, д.5 E-mail: epprokopiev@mail.ru)

Исследованы свойства атома позитрония в кристаллах в рамках моделей
Френкеля и Ванье-Мотта., позволяющие правильным образом объяснять
аномалии аннигиляции позитронов в различных веществах.

Атом позитрония ( Ps ) в кристаллах вносит заметный вклад в процесс

аннигиляции позитронов [1], причем Ps  малого радиуса. Ниже исследуются

свойства Ps  малого радиуса в рамках моделей Френкеля [2-4] и Ванье-Мотта

[5-7.

§1. Гамильтониан системы и волновые функции

В адиабатическом приближении Борна-Оппенгеймера гамильтониан

системы Ps  + кристалл может быть записан в виде
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Первый член гамильтониана описывает кинетическую энергию электронов

кристалла, второй член – взаимодействие ядер с электронами, третий член –

взаимодействие электронов кристалла между собой, четвертый и шестой –

кинетическую энергию электрона и позитрона, входящих в состав Ps , пятый и
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восьмой члены – взаимодействие электрона и позитрона Ps  с ядрами, шестой и

девятый члены - – взаимодействие электрона и позитрона Ps  с электронами

кристалла, десятый член отвечает кулоновскому взаимодействию между

электроном и позитроном. В оператор SH  включены все слагаемые, зависящие

от спинов электронов и позитрона.

 Чтобы выяснить четче физический смысл нашей задачи, применим

одноэлектронное приближение. Это означает, что решение уравнения

),,...,(),,...,( 2121 +-+- = rrrrErrrrH rrrrrrrr
jj                                                       (2)

можно представить в виде антисимметризованных произведений

ортонормированных одноэлектронных j  и однопозитронной волновых

функций

),()...(),()( 12211 -++=F rrrAr n
rrrr

jjjca                                                               (3)

где [ ] å -+-+= -

p
nPnA )1(,)1()!1( 2/1̀ n  полное число электронов, -P  одна из

)!1( +n  перестановок, -n  четность такой перестановки.

Для простоты,  как и в [5],  рассмотрим моноатомный кристалл с двумя

валентными электронами и N  ионными остовами.  В этом случае волновая

функция системы Ps  + кристалл запишется в виде

)()()...(),()( 21110 -+=F rrrrAr N
rrrrr

abbaa jjjjc                                                 (4)

Здесь a  и b  - спиновые квантовые числа ( 2/1+=sm  и 2/1-=sm ), а векторы

ir
r  включают в себя спиновые переменные. Одноэлектронные и

однопозитронную волновые функции представим в виде

)(),,()();(),,()( 2/12/1 scccscjj aa zyxrzyxr iii == +

rr                                             (5)
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Энергия системы Ps  + кристалл, вычисленная на волновых функциях (5),

будет равна
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Здесь
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В выражении (6) суммирование проводится по их возможным значениям: 1/2 и

– 1/2.

 Выражение (6) для электронов и позитрона в кристалле с заполненными

валентными оболочками принимает вид
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 Рассмотрим два случая функций ij  и c  в хартри-фоковском

приближении: блоховские функции
-

º kni
ryj  и

+
º k

rcc  ( n  индекс зоны,

),,...( 1 ---- kkkk N

rrrr
 - один из волновых векторов зоны Бриллюэна) и функций

сильной связи RlRli
rr ccjj ºº

-
, .

 В первом случае функции
-kn
ry  и
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rc  являются решениями уравнений
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Здесь )( -rV r  и )( +rV r  - самосогласованные  периодические потенциалы.

 C учетом (9) уравнение (8) несколько упрощается
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Здесь индексы lnm ,,  относятся к заполненной валентной зоне, электронной и

позитронной зонам проводимости. Отметим, что позитронная зона

проводимости инвертирована по отношению к электронной зоне

проводимости. Заметим также, что в обычной схеме Блоха без учета

взаимодействия энергия равнялась бы: å
-

-
k

knr
re2  и å

+

+
k

klr
re2 .

 В приближении сильной связи функции Ri
rj  являются решениями

уравнения Шредингера для изолированного атома
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Уравнения (11), (12), (13) соответствуют решениям для электронов кристалла,

электрона и позитрона, образующих атом Ps . Здесь )( RrU i

rr
-  - потенциал,

создаваемый остовом атома или атомом, центр которого расположен в точке с

радиусом-вектором R
r

,

 Теперь, используя функции Ri
rj , для crEE 0

)1(
0 -  получаем уравнение,

аналогичное (6) и (10)
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Анализ равнения типа (14) дан в [5]. Поэтому
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Изложенные подходы (10) и (15) в описании одноэлектронных и

однопозитронной волновых функций отличаются друг от друга. Функции

)(rue ki
rki

ki

r
r

rr

r =y  есть бегущие волны и  «размазаны»  по кристаллу,  в то время

как функции Ri
rj  являются однородно локализованными состояниями, Однако

формально эти два подхода очень похожи. Действительно, с помощью системы

локализованных функций можно построить и блоховские функции

å-=
R

Ri
Rki

ki eN
r

r

rr

r jy 2/1                                                                               (16)

Отсюда следует, что с помощью (16) можно построить тождественные

антисимметризованные произведения

)()()...()()( 221 111 -+
+
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NknNkmkmkmkl
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aaba

yyyyc                                           (17)

)()()...()()( 221 11 -+ rrrrAr RnNRmRmRmRl N

rrrrr
rrrrr
abbaa jjyjc                                           (18)
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Функции (16) дают удовлетворительные результаты в случае слабого

перекрытия. В нашем случае это не так. Лучше использовать приближение

Ванье

å-=
k

kn
Rki

Rn reNa
r

r

rr

r
r)(2/1 y                                                               (19)

§2. Обоснование экситонной модели атома Ps

Выше рассмотрели вопрос как с помощью локализованных или блоховских

функций могут быть найдены энергия и волновые функции системы Ps  +

кристалл. Однако, строго говоря, такого рода приближение не совсем

оправдано, так как одноэлектронное приближение для Ps  является грубой

моделью. Можно формально использовать экситонную модель Ps  для

кристалла с заполненными оболочками [2-7]. Из принятой схемы следует, что

позитронная зона и валентная электронная зона не обязательно совпадают. Они

могут быть смещены друг относительно друга. Волновая функция системы Ps

+ кристалл может быть записана в виде

sbbas
ss yyyyy

-+ ¢+-
¢ =F knkmkmkmklmnl N

Akk rrrrr

rr
...),(

11
                                                (20)

Волновая функция (20)  описывает состояние,  в котором электрон в зоне

проводимости находится с волновым вектором -k
r

 и спином s , а позитрон

находится в позитронной зоне (проводимости) с волновым вектором +k
r

 и

спином s ¢ , валентные же электроны кристалла последовательно занимают

состояния с волновыми векторами ik
r

 и спинами .,ba  Полный квазиимпульс

системы Ps  + кристалл будет равен Kkk
rrr

=+ +- , а собственное значение

проекции полного спина на ось квантования естественно равно h))(2/1( ss ¢+ .

С помощью волновой функции (20) можем определить волновые функции Ps

определенной мультиплетности. Заметим, что в простой модели Блоха энергия

основного состояния системы Ps  + кристалл есть просто .
+-

- knkn
rr ee  Значение

вектора K
r

 заключается в том, что он определяет представление, по которому

определяется волновая функция системы Ps  + кристалл при операциях



9

трансляционной симметрии кристалла. Вычислим матричные элементы на

волновых функциях (20) с оператором .0H  Имеем

)]||(2[
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где
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Здесь

2121122
*

1
* )()()()()||( rdrdrrgrrknkmgkmkn knkmkmkn

rrvvvvrrrr
rrrr
-- ¢¢-- òò=¢¢ yyyy                       (24)

Выражение (21) отличается от аналогичного выражения для истинного

экситона отсутствием обменного взаимодействия меду позитроном и дыркой.

 Как показано в [2-7], лучше рассматривать задачу (21) с точки зрения

локализованных функций, а не блоховских функций. В этом случае волновая

функция запишется в виде

sbbas
ss

-+ ¢
¢ =F knRmkmRmkljimnl aaaAaaRR

N
rrrrr

rr
...),(

11
                                                (25)

Таким образом, состояния, описываемые волновыми функциями (20), (25)

являются Фурье-компонентами друг друга
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),()](exp[),( 1
ij

i j
mnlijmnl RRRkRkiNkk
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¢ ¢-=F fss                                       (26)

Том случае необходимо диаганолизировать матрицу

)||( 0 jiji RRmnlHRRmnl ¢¢
rrrr

,                                                                (27)

Матричные элементы которой имеют вид

21221221
* )()()()()||( rdrdraragraraRnRmgRnRm RnRmRnRm

rrrrrrrrrr
rrrr
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rrrrrrrrrr
rrrr
¢¢¢¢¢¢òò=¢¢¢¢¢¢ ,                (30)

В свою очередь

å

å

¢¢

¢¢
-

¢¢¢¢¢-

-¢¢¢¢¢-¢¢¢¢¢+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¢+Ñ-=¢

R

R

RlRngRlRn

RnRmgRmRnRmRngRmRnRnU
m

RnRnRnW

r

r

rrrr

rrrrrrrrrhrrr

)||(2

)||()||(2
2

),( 2
2

   (31)

åå
¢¢¢¢

+ ¢¢¢-¢¢¢+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¢+Ñ-=¢

RR

RmRlgRmRlRnRlgRnRlRlU
m

RlRlRlW
rr

rrrrrrrrrhrrr
)||(2)||(2

2
),( 2

2

        (32)

Таким образом
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åå

å

¢¢¢¢

¢¢

+-

¢¢¢¢¢-¢¢¢-

-¢¢¢¢¢-¢¢¢¢¢+

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¢+Ñ-+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¢+Ñ-=¢¢

RR

R

RnRlgRnRlRmRlgRmRl

RnRmgRmRnRmRngRmRn

RlU
m

RlRnU
m

RnRlRlRnRnW

rr

r

rrrrrrrr

rrrrrrrr

rhrrhrrrrr

)||()||(

)||()||(2

22
),,,( 2

2
2

2

            (33)

Матричные элементы )||( 0 jiji RRmnlHRRmnl ¢¢
rrrr

 можно упростить при

b
rrr

+= ij RR  и b ¢+=¢ ij RR
rr

, где .+- -= rr rrr
b  Тогда этот матричный элемент

будет зависеть лишь от .,, bb ¢-¢
rrr

RR

§3. Экситонная модель атома Ps

 Для того, чтобы волновая функция Ps зависела от волнового вектора K
r

и

одновременно от b
r

 - расстояния между электроном и позитроном,

воспользуемся экситонным представлением Ванье [5,6]

),()exp(),( 2/1
i

k
mnlmnl kKkKiNK

rrrrrrr

r
--=F å- fbb ,                                      (34)

),()exp(),( 2/1
i

R
mnlmnl RRRKiNK bfb

rrrrrrr

r
+-=F å- ,                                      (35)

Теперь нетрудно выписать матричные элементы Ps в экситоном

представлении

å

å

¹

¹

¢

¢+-

-¢+¢+¢-¢-

-¢-¢--¢+=¢

0

0

)1(
00

)0||(

)0||()0||0()0||0(

),0()](exp[),()||(

R

R

RlmgRml

mRngRmnmlgmlmngmn

mnlmnlWKinlnlWEKmnlHKmnl

r

r

rrrrr

rrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrr

bb

bbbbbb

bbbbbbdbb bb

        (36)
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Вторые два члена выражения (36) можно записать в виде [5]

)]2/()2/([)](exp[]2/)(exp[

)]()()][(exp[

),0()](exp[),(

1

1

KkWKkWKiKiN

KkWkWKiN

nlmnlWKinlnlW

ln
k

l
K

n

rrrrrrrrrr

rrrrrr

rrrrrrrr

r

r

--+¢-¢-=

=--¢-=

=¢-¢--¢

å

å

-

-

bbbb

bb

bbbbbb

   (37)

 Вторая эквивалентная форма экситонного представления (35)

соответствует связанным вместе, но разделенным расстоянием b
r

 электрона и

позитрона с полным импульсом .K
r

 Случай 0=b
r

 формально, как раз

соответствует позитронию Френкеля, так как ),( RRmnl

rr
f  есть волновая функция

состояния, в котором позитрон и электрон находятся на одном узле решетки.

По аналогии с экситоном Френкеля такого рода состояние N  кратно

вырождено. Конечно, образование линейной комбинации типа (35) снимает это

вырождение, так что среднее значение 0H  в состоянии с волновой фукцией

),( bf
rrr

+RRmnl  не зависит от R
r

 и волновые функции (35)  представляют собой

невырожденные состояния. Для диагонализации оператора 0H  необходимо

определить линейные комбинации волновых функций (35) с разными b
r

. Эти

линейные комбинации в случае Ps  в кристалле имеют вид

å=
b

nn bfby
r

rr
rrr
),()( Ku mnlKmnlKmnl                                                                       (38)

Здесь коэффициенты Kmnlu r
n  удовлетворяют системе линейных уравнений

)()()||( 0 bbbb nn
b

rrrrrr
rr

r KmnlKmnl EuuKmnlHKmnl =¢¢å
¢

,                                            (39)

А собственные значения находятся из обычного секулярного уравнения
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0)||(det 0 =-¢ ¢bbbb rr
rrrr

EKmnlHKmnl                                                   (40)

§4. Исследование энергетического спектра атома Ps

Чтобы исследовать энергетический спектр атома Ps , необходимо матрицу

полного гамильтониана привести к диагональному виду по отношению к

вектору b
r

 . Как и в [5], разделим матричный элемент )||( 0 bb ¢
rrrr

KmnlHKmnl  по

схеме

)()()||( 0 KFKHKmnlHKmnl
rrrrrr

rrrr
bbbbbb ¢¢ +=¢ ,                                            (41)

где для случая Ps

bd

bbbbd

bb

bbbb

/)]2/(

)2/()[(exp[]2/)(exp[)(

2

1)1(
0

eKkW

KkWKiNKiEKH
k

¢+

-
-

¢¢

---

-+¢-¢-+= å

rr

r
rr

rr

rrrrrrrrr

(42)

)]0||()0||)(exp(

)]0||0(/)0||0[()(

0

2

rrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrr

r

rrrr

mRngRmnmRlgRmlRKi

mlgmlemngmnKF

R

bbbb

bbbdbb bbbb

¢+-¢+¢+

+¢--¢-=

å
¹

¢¢

                  (43)

Теперь следует подставить выражение для )(KH
r

rr
bb ¢  в секулярное уравнение

(40). При этом в первом приближении получим Ps  Ванье – его волновые

функции и водородоподобный спектр, то есть

)()()/()()]2/(

)2/()[(exp[)(

2

)1(
0

1)1(
0

bbbb

bbdb

nnn

bb
b

n

rrrrr

rrrrrr

rrr

rr
r

KKK

k
K

UEUeUKkW

KkWKiENUE

¢=¢-¢¢--

-+¢-+=+¢

+

-¢
¢

- åå
,                (44)

где

)()2/exp[)( bbb nn

rrrr
rr
KK UKiU -=¢                                                          (45)



14

Используя процедуру Ванье типа

åå ¢¢-- )()()(exp[1 bbb
rrrrr

gkfKiN                                                          (46)

И представляя (46) в виде [5]

å --

c

ccbc
r

rrrr )()()exp(2/1 GfiN ,                                                                      (47)

что эквивалентно

)()( b
r

gif Ñ-                                                                                     (48)

Таким образом, уравнение (44) запишется в виде

UEEUeKiWKiW ¢-=¢ú
û

ù
ê
ë

é
-+Ñ-++Ñ +- )()]2/()2/( )1(

0

2

b

rr
                            (49)

Как обычно полагаем, что электронная зона проводимости и позитронная зона

имеют при 0=K
r

 экстремумы. Поэтому

*

22

*

22

2
;

2 +

+
++

-

-
-- -=-=

m
kEW

m
kEW hh                                                               (50)

И уравнение (49) приводится к стандартному виду

UKEEEK
mmi

e
g ¢ú

û

ù
ê
ë

é
---=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
Ñ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
---Ñ- +

-+

22)1(
0**

22
2

2

8
111

22
h

rrhh

mbm
               (51)

Здесь --= +-
+ EEEg  энергетическая щель между электронной и позитронной

зонами, )/( ****
-+-+ += mmmmm  - эффективная приведенная масса атома Ps .

 Далее, полагая
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)()exp( bba
rrr

FKiU =¢                                                                                  (52)

И подставляя (52) в (51), получаем

F
mm

KEEEFe
g ú

û

ù
ê
ë

é
+

---=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-Ñ-

-+

+

)(22 **

22
)1(

0

2
2

2 hh

bm
                                      (53)

 Таким образом, для Ps  Ванье-Френкеля собственное значение матрицы

)(KH
r

rr
bb ¢  имеют вид

)(22 **

22

22

4
)1(

0
)0(

-+

+

+
+++=

mm
K

n
meEEE gK

h

h
r

n ,                                                 (54)

а функции

)(bn

r
nlmFF º                                                                                           (55)

Волновая функция Ps  Ванье-Френкеля в кристалле следовательно имеет вид

),()()exp(),()( bfbbabfby
b

n
b

nn

rrrrrrrr

rr
rr KFKiKU KK åå ¢== ,                                     (56)

где

)/(
2
1 ***

-+- +=+=¢ mmmaa                                                                              (57)

 Выше нашли выражение для энергии и волновые функции Ps  малого

радиуса в первом приближении (см. (54)-(56)). Видим, что диэлектрическая

проницаемость не входит в эти выражения. В отличие от экситона такого рода

приближение хорошо соответствует экспериментальным данным для Ps .

Действительно, потенциальная энергия электрона в поле позитрона (как и в

случае электронной дырки) зависит от поляризации им решетки кристалла. В
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случае Ps  малого радиуса электрон находится на малом расстоянии от

позитрона. Поэтому его кинетическая энергия велика, вследствие чего

валентные электроны не успевают реагировать на движение электрона, так как

частота движения электрона вокруг позитрона значительно превосходит

эффективную резонансную частоту валентных электронов, равную

hh /)(/ +-
+ -» EEEg .  Отсюда следует,  что для Ps  радиуса b  угловая частота

вращения электрона ,/ 22 +>>»= gEJ mbmbw h  где J  - угловой момент. Это

соответствует случаю .)/( 2 bmb º< +
gEh  Например,  для Ps  с эффективной

массой 2/m=m  в кристалле с 2»+
gE  эВ радиус 05aE »b , где mmm == -+

**  и

0a  - Боровский радиус.

 Отметим еще одно важное отличие Ps  малого радиуса от экситона Ванье.

В экситоне при малых расстояниях важную роль играют процессы обмена

между электронной дыркой и электроном.  В Ps  малого радиуса такого рода

эффект отсутствует, так как электрон и позитрон в нерелятивистском

приближении частицы не тождественные, а следовательно, обычное

кулоновское обменное взаимодействие можем не учитывать. Далее, как мы

видели, модель Ps  малого радиуса Френкеля-Ванье предполагает

использование метода эффективной массы, основанное на одноэлектронном

приближении. Для позитрона эта модель является более точной, нежели для

электрона,  в силу отсутствия обменных эффектов.  Электрон и позитрон с

эффективными массами ** , -+ mm  могут находиться на сколь угодно близких

расстояниях. Конечно, следовало бы вычислить при этом зависимость

).(** b±± = mm  Но обычно ограничиваются именно случаем .* constm =±  Сами же

эффективные массы электрона и позитрона могут быть сколь угодно

большими, несмотря на локализацию этих частиц в области атомных размеров

[5].

 Покажем, что это обстоятельство может иметь решающее значение для

обоснования концепции «тяжелого» Ps  малого радиуса.  В виду малых

размеров тяжелого *)(Ps  малого радиуса  диэлектрическое экранирование не

играет существенной роли [5-7]. Кроме того, можно предположить, что

эффективная масса позитрона *
+m  значительно больше эффективной массы
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электрона *
+m : **

-+ >> mm . Для простоты расчетов принимаем mm ~*
- . В этом

случае тяжелый *)(Ps  ближе по своим свойства к атому водорода нежели к

свободному атому Ps . Таким образом роль «ядра» в тяжелом френкелевском
*)(Ps  играет позитрон.

 С учетом сдвига по энергии выражение (54) для *)(Ps  имеет вид

)(2
2

2
56,13

**

22

2
-+ +

+-=
mm

K
mn

E K

h
r

m
n                                                                (58)

Свойства тяжелого *)(Ps определяются плотностью волновых функций

электрона и позитрона в области их перекрытия в нуле. Вычислим, исходя из

выражения (56), это значение. Так как

),()exp{)()exp(

),()exp(),()()exp(

2/1

2/1

kKkKiNFKi

RRRKiNKFKi

nlm
K

mnl
R

K

rrrrrrrr

rrrrrrrrrr

rr

rr
r

--¢=

=+¢=

åå

åå

-

-

fbbba

bfbfbbay

b
n

b
nn

             (59)

Откуда

å -=® -

K
nlmK kKkNFK

r
r

rrrrr
),()0()0,( 2/1 fby nn                                                 (60)

Следовательно

2
2/122 ),()0()0,( å -=® -

K
nlmK kKkNFK

r

r
rrrrr

fby nn                                          (61)

Вычислим выражение
2

2/1 ),(å --

K
nlm kKkN

r

rrr
f
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ååå
¢

-- ¢-¢-=-
K

nlm
K

nlm
K

nlm kKkkKkNkKkN
rrr

rrrrrrrrr
),(),(),( 1

2
2/1 fff                       (62)

Заменим в (62) суммирование интегрированием

1),(),(),(1 =-¢-¢--- åò- kkKkkkKkkKkNN
K

nlmnlm

rrrrrrrrrrr

r
dff                               (63)

Таким образом

222 |)0(||)0(| nK F yy nn =ºr                                                                             (64)

Нетрудно убедиться, что

32
03

0

3
2 )/2(|)0(|

8
)/2(|)0(| m

na
m

nn my
p
m

y ==                                                       (65

Здесь 2
0 |)0(| ny  - электронная плотность в нуле тяжелого *)(Ps , 0a  - Боровский

радиус основного состояния, n  - главное квантовое число.

 Рассмотрим, следуя [9-13], свойства тяжелого *)(Ps  для основного

состояния ( 1=n ). Простые вычисления дают следующее выражение для

параметра магнитного тушения Q  тяжелого *)(Ps

,
8

)(
2*2*

3**

0

-+

-+ +=
mm
mmmQQ                                                                         (66)

где 0Q  - параметр магнитного тушения свободного атома .Ps

 Исследования показали [9-13], что в щелочно-галоидных кристаллах

(например, LiF ) эффективная масса позитрона ,20* mm »+  то есть можем

принять приблизительно ., *** mmmm »>> --+  В этом случае

,
8

*

0 m
mQQ +=                                                                                   (67)
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То есть эффективное магнитное поле, действующее на *)(Ps  в LiF , равно

m
mHH eff 8

*
+=                                                                                            (68)

Для вероятности -g3  аннигиляции g3P  триплетного *)(Ps  получаем

выражение

372
1)

3
41(2

2

3

0
2

23 I
m

IP
t

-+÷
ø
ö

ç
è
æ=

m
t
t

g                                                                 (69)

Здесь 2I  - интенсивность долгоживущей компоненты, 2t  - долгое время жизни

позитронов в кристалле, 70 104,1 -×=tt  с – время жизни свободного

триплетного Ps .

 Время жизни сингленого *)(Ps  составляет величину

cms ,)2/(1025,1 310 mt -×=                                                                                (70)

cmt ,)2/(104,1 37 mt -×=                                                                                   (71)

Если принять для LiF m»m , то времена жизни оказываются равными

cs ,1057,1 11-×»t , а ct ,1075,1 8-×»t . Расчетная же величина g3P , согласно [1],

оказывается равной .4/ 0
33 »gg PP

 Таким образом, для тяжелого *)(Ps ,  и впрочем и для любого Ps  малого

радиуса в кристалле должны наблюдаться: а) аномально сильное магнитное

тушение; б) повышенная вероятность -g3  аннигиляции g3P , в) времена жизни

в синглетном состоянии cs ,10 11
0

-»º tt . Экспериментальные данные [1]

подтверждают эти первые два вывода. Поиск же короткоживущих
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позитронных состояний с c,10 11
0

-»t  несомненно представляет интерес для

позитроники ионных кристаллов

§5. Механизмы переноса свободного Ps

Механизмы переноса Ps  в кристалле существенным образом зависят от

природы Ps  - фононного взаимодействия [6,7]. В случае сильной Ps  -

фононной связи вероятность перехода Ps  из узла n  в узел n¢  в единицу

времени определяется выражением [6]

)(2),(
2

......
, NnNn

N
NnNn EEHnnW ¢¢¢¢ -=¢ å dp

c
h

                                                 (72)

Здесь
2

, NnNnH ¢¢  - матричный элемент полного оператора энергии кристалла,

построенный на функциях ),(),,( byybyy ¢¢== ¢¢

rrrr
kk mnlNnmnlNn . Вычисления

дают

)(1),( 2

......
NnNn

N
nn EEVnnW ¢¢ -=¢ å d

c
h

                                                 (73)

Из этого выражения следует, что длина свободного пробега Ps  малого радиуса

в точности равна величине постоянной решетки.

 Так как концентрация атомов Ps ничтожно мала, то кинетическое

уравнение для него сводится к уравнению диффузии. Выражение для

коэффициента диффузии имеет вид

t

2

3
1 lD =  ,                                                                                              (74)

где .,/1 alW ==t  Отсюда для Ps , испытывающего сильное Ps  - фононное

взаимодействие [6]

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=

B
A

B
VaD n 4

exp
3

2
1

2/1
2

2 p
h

 ,                                                                (75)
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Здесь параметры BA ,1  являются функциями координат нормальных

колебаний, 2
nV  - матричный элемент.

 Из выражения (75) следует, что коэффициент диффузии локализованного

Ps  посредством сильного взаимодействия с фононами с ростом температуры

растет от некоторого значения при Т =  0  до величины,  которая при

температурах, больших дебаевской температуры, представляет собой

экспоненциальную зависимость от Т

0),/exp(~ >- QkTQD                                                                                    (76)

 Рассмотрим более подробно практически важный случай Ps  - фононной

связи, когда Ps можно рассматривать как свободный атом. В этом случае для

определения коэффициента диффузии необходимо знать время релаксации,

определяемое выражением [6]

[ ],)()()(1 å +
D

-=
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S
k

uS
k

n
z

z qWqW
k

qk
r

rr rr
r

t
                                                         (77)

где k
r

 - волновой вектор Ps до столкновения, )(qkz
r

D  - изменение волнового

вектора Ps при столкновении с фононами Sqr , )( S
k

u qW rr

 - вероятность

поглощения фонона Sqr ,  а )( S
k

u qW rr

 - вероятность испускания фонона Sqr  (в

единицу времени), Естественно, что qkk rrr
±=¢ , а индекс s  определяет номер

ветви фонона.

 В общем случае

opak ttt
111

+=                                                                                                    (78)

Здесь akt  и apt  - число столкновений Ps с акустическими и оптическими

фононами в 1 с, t  - время, равное времени свободного пробега Ps
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относительно столкновений с фононами, причем достаточно нескольких

столкновений, чтобы Ps пришел в термодинамическое равновесие с фононами.

 Коэффициент диффузии Ps  определяется через время релаксации по

формуле

2

3
1 vD t= ,                                                                                                  (79)

где 2v  - средний квадрат групповой скорости Ps .

 Для вычисления W  в качестве волновых функций в операторе Ps  -

фононного взаимодействия используем приближение плоских волн.  Согласно

[6]
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++-+= ,                       (80а)
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wdp ,             (80б)

Принимаем

cv
rr
+= 0kk                                                                                        (81)

Тогда в приближении изотропной эффективной массы закон сохранения

энергии при поглощении и испускания фонона атомом Ps  имеет вид

*

222

*

22

2
)()(

2 m
qq

m S

rr
hr

h
h ±

=±
c

w
c                                                                           (82)

Как обычно, для акустических фононов qvqS 0)( =
r

w , где 0v  - скорость звука.

В таком случае из (82) получаем

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
±=

m
mvmvm

q
*

50
*

0
*

10~,
2

cos2
hh

m qc , см-1                                             (83)
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Среднее значение при температуре T  определяется соотношением

Tk
m B2

3
2 *

22

=
ch                                                                                          (84)

Откуда

Tkm B
*2/12 31)(

h
=c                                                                                      (85)

Используя ряд упрощающих представлений [6], можем записать

aqFqkqkF ak
Sak

2
0

2 |||);;(| =+
rrrr

                                                                  (86)

2
0

2 |||);;(| op
Sop FqkqkF =+
rrrr

                                                                  (87)

Здесь 2
0 || akF и 2

0 || opF  - постоянные величины. Окончательные вычисления

дают (при 1/2 0 <= Tkv BhcV )
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Fma B
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ak

                                                                (88)

 В том случае,  если минимум позитрониевой зоны расположен в центре

зоны Бриллюэна, то есть при c
rr

=k , то для коэффициента диффузии имеем

температурную зависимость

2/1~ -TD                                                                                                 (89)

В области очень низких температур ( 1/2 0 >>= Tkv BhcV ) формула (88) имеет

вид
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______
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=                                                                 (90)

В случае, если 0=k
r

, то коэффициент диффузии Ps   при низких температурах

уже не зависит от температуры, то есть

constvD ak ~)(
3
1 2rr

ct=                                                                                      (91)

 Рассмотрим далее рассеяние Ps  на оптических фононах, отвечающих

ветви оптических колебаний кристалла. Согласно [6], имеем

4
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Сравнение выражения (91а) с (88) позволяет заключить, что время релаксации,

относящееся к рассеянию Ps  на оптических фононах, имеет при )0(SBTk wh>

такую же температурную зависимость, как и в случае рассеяния Ps  на

акустических фононах ( 1<V ). В области низких температур, )0(SBTk wh< ,

большинство Ps  лишь поглощают оптические фононы. Так как их число при

низких температурах экспоненциально мало, ],/)0(exp[~ TkN BSqS
whr -  то

akop tt >>  и таким образом aktt = .

 Приведем оценки akt  для Ps  на основе данных для экситонов [6]. Так как

,
0

2
02

0 Mav
U

F ak h
»                                                                                              (92)

где M  - масса молекулы, 010 MU »  - константа связи.
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 Для сферически симметричной Ps  зоны имеем

a
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Как и в случае экситонов принимаем: ]|~|| 010 MU , 5
0

5 102,103 ×»×» vmM

см/с, .100KT =  В этом случае .103 al »  При mm »*  (случай легкого Ps )

средняя скорость Ps 6105 ×»v  см/с, так что .10 11 cak
-»t

 Далее оценим времена термализации свободного Ps  на примесях it  и

дефектах кристаллической решетки dt .  В этом случае полное время

релаксации равно

diopak ttttt
11111

+++=                                                               (95)

Пусть С – концентрация примеси. Тогда

vC ii
r

st /1= ,                                                                         (96)

где -vr  средняя скорость Ps , а is  - сечение рассеяния Ps  на примеси,

определяемое выражением [6]
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4/)1(
||4 22222

2
22

VpVV
V

pps
xx

aAi ++-
==  ,                                            (97)

где ./;2/ mkkxM =D= pV

В случае 1<<V , сечение рассеяния

22Vps ai = ,                                                                              (98)

При 1>>V  имеем наоборот

2ai ps »                                                                               (99)

 Введем отношение Ml /er -= , где -le  энергия локального состояния,

отсчитываемая от дна Ps  зоны. Тогда радиус такого состояния равен

rp
arl = ,                                                                              (100)

а сечение рассеяния Ps  с предельно малыми волновыми векторами равно

24)0( li rps = ,                                                                              (101)

Длину свободного пробега Ps , отвечающую рассеянию на примесях, как и в

случае экситона, можно оценить по формуле

NNal ii /;/ == npn                                                                    (102)

Здесь NN i /=n  - отношение числа примесей к общему числу атомов

(молекул) в единице объема. Так, что при концентрации 01,0~iN  % величина

свободного пробега il  равна десяткам тысяч постоянной решетки и .aki ll >>

 Оценим далее процесс рассеяния свободного Ps  на дефектах

кристаллической решетки (вакансии, дислокации и т.д.). Для сечения рассеяния

Ps  на вакансиях можно использовать формулу (99). Концентрация
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переориентированных дефектов (например, молекул в молекулярных

кристаллах) определяется выражением

),/exp( TkQNC B-=                                                                          (103)

Так что коэффициент диффузии зависит от температуры экспоненциальным

образом

),/exp(0 TkQDD B=                                                                          (104)

где

NvD s/0 =                                                                          (105)

Для расчета коэффициента диффузии на зернах применимо соотношение [6]

TKLvlD »=
3
1                                                                          (106)

Здесь K  - постоянный коэффициент, L  - размер зерна, T  - температура.

 Теперь рассмотрим захват свободного Ps  примесями и ловушками разного

рода в экситоном представлении. Вероятность захвата свободного Ps ,

находящегося на узле n¢  примесью, находящейся в узле in , можно оценить по

формуле [6]

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é +D
-÷

ø
ö

ç
è
æ=¢ ¢

¢ B
A

B
VnnW nn

nn 4
)(

exp||1),(
2

1,
2/1

2
,

p
h

                                  (107)

Например, если 15,02 »B  эВ, 5,0)( 1, »+D ¢ Ann  эВ, 15,0|| , »¢nnV  эВ,

ann =-¢ || , то вероятность захвата ;10),( 110 -»+¢ cannW  если же 10,02 »B

эВ, то ;10),( 13 -»+¢ cannW  то есть вероятность захвата изменяется в очень

широких пределах.
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 По аналогии с экситоном можно считать, что захват локализованного Ps

примесью практически отсутствует, если выполняется неравенство

1),( <<+¢× annWt  ,                                                                        (108)

где t  - время жизни локализованного Ps .

 Если ,1),( >>+¢× annWt  то захват может происходить и на расстояниях,

больших постоянной решетки. Например, если ,10,10),( 7112 ccannW -- »»+¢ t

то захват, обусловленный диполь-дипольным взаимодействием, может

происходить на расстояниях порядка 20)],([ 6/1 »+¢× annWt  постоянных

решетки.

 Для диффундирующего локализованного Ps  для расчета сечения захвата

введем сферу радиуса R  с центром в примеси и будем считать, что Ps

захватывается при расстояниях, меньших R . Согласно [6], величину R ,

выраженную в длинах постоянной решетки, можно оценить из формулы

aannWR 6/1)],([ +¢×= t                                                                         (109)

Отсюда сечение захвата

24 Rps =                                                                                     (110)

 Имеются основания полагать, что при переносе Ps  определенную роль

может играть механизм Фëрстера [6], связанный с переносом возбуждения,

возникающего при действии Ps  на среду, от одного атома к другому в

кристалле.

 В случае свободного Ps  можно оценить захваты его мелкой и глубокой

ловушками глубиной D . В этом случае, если глубина ловушки D  мала по

сравнению с DBk wq h»  ( -q  температура Дебая), то захват Ps  может

происходить с участием уже одного акустического фонона. При qBk>>D

захват Ps  ловушкой является многофононным процессом.
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 В первом случае сечение захвата Ps  мелкой ловушкой определяется по

формуле
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Здесь -v  средняя групповая скорость Ps , причем
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То есть сечение захвата возрастает с понижением температуры как .2/1-T
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То есть в данной области температур сечение захвата с ростом Т возрастает по

закону .2/5T

 Для вероятности захвата Ps  глубокой ловушкой при
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Обозначение и значение параметров 1, AB  дано в [6]. При этом сечение захвата

равно

,~ 3Na
v

W
is                                                                                      (116)

где v  - средняя скорость Ps . Следует отметить, что в данном случае сечение

захвата при больших D  существенно изменяется лишь при q>T

),/exp(~ TkQ Bi -s                                                                                      (117)

где

11 4/)( AAQ -D=  - энергия активации.

Заключение. Итак, мы рассмотрели свойства Ps  малого радиуса в экситоном

представлении. Решающее значение данной проблемы состоит в

использовании многоэлектронного подхода. Наиболее удачной моделью Ps

малого радиуса является использование экситонного представления Ванье

системы Ps  + кристалл. В рамках этой модели удается естественно обосновать

приближение «тяжелого» Ps  малого радиуса и связанные с этим аномалии

процесса аннигиляции.

Рассмотренные механизмы переноса позволяют получить ряд очень новых

ценных результатов. Наиболее важный из них заключается в том, что

вероятности захвата Ps  малого радиуса могут составлять величины c1110» ,

что сопоставимо с экспериментальными значениями скорости аннигиляции.

Следовательно, в кристаллах с большой концентрацией дефектов Ps  может

аннигилировать именно из локализованных состояний.
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